
Как вы знаете, уравнение Лапласа можно решать с помощью функции Грина. С 
помощью  функции Грина можно решить и более сложное уравнение – 
Гелемгольца.  
В частности, фундаментальным решением неоднородного уравнения Гелемгольца 

∆𝑢𝑢 + 𝑘𝑘2𝑢𝑢 + 𝐹𝐹 = 0 
(можно записать и как ∆𝑢𝑢 + 𝑘𝑘2𝑢𝑢 = 𝐹𝐹, но я буде придерживаться обозначений 
Буткарёва).  
 
Где F – некая функция, которая  вполне может зависеть от точки пространства – в 
каждой точке М F(М) может быть своя. Объёмная плотность источников, можно 
сказать. 
 
Тогда ответ запишется как: 

 
Если уравнение Гелемгольца будет таким 

∆𝑢𝑢 + æ2𝑢𝑢 + 𝐹𝐹 = 0 
1

4𝜋𝜋
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀

 

То решение будет таким же, только надо будет заменить на   
1

4𝜋𝜋
𝑒𝑒−æ𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀
 

Это всё касалось 3D. В 2D надо будет заменить на:  
1

2𝜋𝜋𝐻𝐻0
(1,2)(𝑘𝑘𝑟𝑟) в случае 𝑘𝑘 

1
2𝜋𝜋𝐾𝐾0(æ𝑟𝑟) в случае æ 

   
Физический смысл. 
Как мы видим, в 3D уравнению Лапласа соответствует функция Грина 1/r, а 

дифференциальному оператору ∆𝑢𝑢 + 𝑘𝑘2𝑢𝑢 вот такая: 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀
 



Где вообще возникает уравнение Гельмгольца? Оказывается, если мы возьмём 
уравнения Максвелла и положим, что поле меняется синусоидально: 

𝐸𝐸�⃗ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸�⃗ 0(𝑟𝑟)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡  
𝐵𝐵�⃗ (𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝐵𝐵�⃗ 0(𝑟𝑟)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡  

то для каждой из 3 проекций 𝐸𝐸�⃗  и 𝐵𝐵�⃗  будет выполняться k-уравнение Гельмгольца: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧∆𝐸𝐸𝑥𝑥0(𝑟𝑟) + 𝑘𝑘2𝐸𝐸𝑥𝑥0(𝑟𝑟) = 0
∆𝐸𝐸𝑦𝑦0(𝑟𝑟) + 𝑘𝑘2𝐸𝐸𝑦𝑦0(𝑟𝑟) = 0
∆𝐸𝐸𝑧𝑧0(𝑟𝑟) + 𝑘𝑘2𝐸𝐸𝑧𝑧0(𝑟𝑟) = 0
∆𝐵𝐵𝑥𝑥0(𝑟𝑟) + 𝑘𝑘2𝐵𝐵𝑥𝑥0(𝑟𝑟) = 0
∆𝐵𝐵𝑦𝑦0(𝑟𝑟) + 𝑘𝑘2𝐵𝐵𝑦𝑦0(𝑟𝑟) = 0
∆𝐵𝐵𝑧𝑧0(𝑟𝑟) + 𝑘𝑘2𝐵𝐵𝑧𝑧0(𝑟𝑟) = 0

� 

Где 𝑘𝑘 = 𝑖𝑖
𝑐𝑐
. 

Я написал в правой части нули, на самом деле там может быть и конструкция из 
зарядов  и токов – источников э/м волн. 
 
Так что k-уравнение Гельмгольца описывает синусоидальные э/м волны. Поэтому 

и функция Грина и имеет вид 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀
: мнимая экспонента в числителе 

соответствует синусоидальности, а 1/r обеспечивает затухание. 
 
А что, если граничные условия нетривиальны?    
Давайте посмотрим:  

�∆𝑢𝑢 + 𝑘𝑘2𝑢𝑢 = −𝐹𝐹(𝑟𝑟) в круге радиусом 𝑎𝑎
𝑢𝑢�|𝑆𝑆 = 𝑓𝑓(𝑃𝑃)

� 

Делается точно также, как для оператора Лапласа: ф-ция Грина ищется в виде 
суммы операторной и граничной части: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐺𝐺(𝑀𝑀,𝑀𝑀) =

1
4𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀

+ 𝑣𝑣(𝑀𝑀)

1
4𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀

+ 𝑣𝑣(𝑀𝑀) = 0 на границе

� 

И мы получаем краевую задачу 4 Гельмгольца: 

�
∆𝑣𝑣 + 𝑘𝑘2𝑣𝑣 = 0

1
4𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑀𝑀𝑀𝑀

= −𝑣𝑣(𝑀𝑀) на границе
� 

Найдя v, а вслед за ней и функцию Грина, можем записать решение как 

 



Это k-уравнение в 3D, если æ – заменяем на , если 2D – заменяем на 
функцию Ханкеля или Макдональда, в общем, я это выше уже расписал. 
 
Пример!  

�∆𝑢𝑢 − æ2𝑢𝑢 = 𝐹𝐹(𝑟𝑟) в круге радиусом 𝑎𝑎
𝑢𝑢�|𝑟𝑟=𝑎𝑎 = 0 

� 

Берём готовую главную, операторную часть функции Грина для æ-уравнения в 
2D: 

1
2𝜋𝜋𝐾𝐾0(æ𝑟𝑟)  

И вместо задачи на u получаем задачу для v: 

�
∆𝑣𝑣 − æ2𝑣𝑣 = 0 в круге радиусом 𝑎𝑎

𝑣𝑣(𝑃𝑃) �|𝑟𝑟=𝑎𝑎 = −
1

2𝜋𝜋𝐾𝐾0(æ𝑟𝑟𝑃𝑃𝑀𝑀)
� 

Ищем решение в виде разложения по решениям однородного æ-уравнения, т.е. 
функциям Инфельда: 

 

 
А теперь надо разложить ГУ (с функцией Макдональда) по этим функциям 
(Инфельда). Тут нам помогут формулы с лекций: 

 
Эти лекционные знания помогут написать ГУ с функцией Макдональда как 



 

 
Ну чё я могу сказать: в правой части синусов нет, поэтому все Вn=0. А вот Аn 
будут не нули: 

 
Осталось подставить все Аn в выражение для v, после чего найти уже функцию 
Грина 

 
  


